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边坡模糊随机可靠性分析的模糊点估计法 
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摘  要：在统计矩点估计法和模糊随机理论的基础之上，提出边坡工程模糊随机可靠性分析的模糊点估计法，将边坡稳定性

极限状态方程由模糊随机集向普通随机集转化，然后利用点估计法求解边坡的可靠度指标。鉴于岩土体物理力学参数的近似

分布类型，采用区别于梯形模糊数的正态模糊数对随机变量进行模糊随机化处理，使其更趋近于物理力学参数的近似分布类

型。该方法考虑了各个力学参数的模糊性，计算结果更能反映边坡的真实工作状态。算例分析结果表明，该法使用简便，计

算效率高，结果可靠，避免了传统分析方法的缺点，对复杂边坡或者功能函数为隐式表达的边坡工程可靠性分析具有很大的

潜力，为边坡可靠性分析提供了一条新的途径，具有广泛的应用前景。 
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Fuzzy random reliability analysis of slope based on fuzzy point estimate method 
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Abstract: The fuzzy point estimate method of slope engineering reliability evaluation is presented based on the statistical moment 
point estimate method and fuzzy random theory. The slope stability limit state equation is transformed from fuzzy random set to 
normal random set, then the point estimation method is used to solve the slope reliability indexes. In view of the approximate 
distribution types for physico-mechanical parameters of rock mass, the normal fuzzy number, which is different from the normal 
number is used to do fuzzy random variable. By doing this, the physico-mechanical parameters are closer to its real distribution types. 
The fuzziness of various mechanical parameters is considered. The calculation results can reflect the true working condition of slope. 
A case study shows that the method has a higher calculation efficiency and reliable calculation results, and it is convenient in use; it 
also avoids the shortcomings of traditional methods. The method has great potential for slope reliability analysis of complex slope or 
functions for implicit expression; it provides a new way to slope reliability analysis and has a broad prospect of application. 
Key words: slope engineering; fuzzy random reliability; fuzzy point estimate method; normal fuzzy number; reliability index 
 

1  引  言 

边坡工程中不可避免地涉及到大量的不确定性

因素，这些不确定性因素当中，既有随机不确定性

因素，也有模糊不确定性因素。随机不确定性因素

主要有荷载条件、地质环境、不同的施工环境与条

件等；模糊不确定性因素主要体现在岩土体分类具

有模糊性、边坡的变形破坏特征具有模糊性、岩土

体的物理力学参数具有模糊性等。因此，对于边坡

这样一个复杂的地质系统，单纯用可靠性理论来评

价是不够的，它要求既要考虑到因素的随机性，同

时更要考虑到因素的模糊性。 
将模糊理论应用于边坡工程，国内外学者已经

作了一些相关性的研究工作，并取得了一定成就[1－7]，

但其中存在着许多问题亟需解决。如文献[1]用“梯

形模糊数”计算稳定系数区间，仅考虑了随机变量

的两种简单组合情况，然后进行加权平均来计算可

靠指标，准确性差；文献[3]只是将随机可靠性指标

与模糊可靠性指标相加，从而得出模糊随机可靠性

指标，这种方法存在较大的片面性；文献[4]将模糊
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测度理论应用于岩土边坡稳定问题，对分析模型进

行模糊化，但没有考虑各个岩土力学参数的模糊性

等。边坡稳定模糊随机可靠度的研究已有了一定的

发展，但模糊理论与可靠度结合在边坡工程中的应

用仍然存在许多问题，主要体现在边坡模糊评价标

准的建立、随机过程隶属函数的确定等，其中比较

突出的问题就是极限状态变量模糊随机可靠度的求

解问题，因为它直接影响着边坡稳定可靠性评价尺

度的正确与否，决定工程决策的效益和损失。基于

以上考虑，本文在前人的研究基础之上，在统计矩

点估计法（PEM）的基础上，提出边坡模糊随机可

靠性分析的模糊点估计法（Fuzzy-PEM），并考虑到

岩土体物理力学参数的近似分布概型，采用区别于

梯形模糊数的正态模糊数对岩土体力学参数进行模

糊化处理，由 PEM 求得可靠性指标。该方法不必

知道状态变量的概率分布，不需要求导，克服了传

统方法极限状态方程概率密度函数构造困难、计算

复杂、效率低的缺点。对复杂边坡工程的可靠性分

析具有很大的发展前景，为边坡工程可靠性分析的

理论与实践提供了一条新的途径。 

2  PEM 基本原理 

PEM是由Rosenblueth于 1975年提出的一种矩

估计近似方法，于 20 世纪 80 年代初被引入结构工

程的可靠性分析中。当各种状态变量的概率分布未

知时，只要它们的均值和方差，有目的的选择或设

计一些特殊组成的点（通常取 2 个随机变量均值对

称的 2 个点），就可以求得状态函数（稳定系数或

安全储备）的各阶矩，且在状态函数的假定概率分

布条件下求得边坡的可靠性指标[8]。 
对一般的边坡稳定性问题，取功能函数 Z   

1 2( ) ( ,  ,  ,  )ng X g x x x  ，其中 1 2,  ,  ,  nx x x 为重

度、黏聚力、摩擦系数等影响边坡稳定性的随机变

量。k 阶原点矩用 PEM 表示为[9－10] 

  1 2 1 2
k k

n nE Z P P P Z P P P Zk
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式中： sxiC 为随机变量 iX 的偏度系数。当偏度系数

未知时，可以假定 sxiC =0，设 n 个状态变量互相关，

则每一组合的概率 jP 取决于变量间的相关系数 ij ： 

 1 2 12 2 3 23 1
1 1
2j n n n i nnP e e e e e e   

        （5） 

其中  1,  2,  ,  ie i n  取值为：当 ix 取 iX  时，

1ie  ；当 ix 取 iX  时， 1ie   。 
以功能函数  ,  Z g x y 为例，包含 2 个随机变

量，每个随机变量取 2 个计算点，则有 
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     （6） 

因此，功能函数 Z 的期望和方差分别为 

 Z E Z P Z P Z P Z P Z              （7） 

    22 2
Z

Var Z E Z E Z           （8） 

其中 

   1 11 , 1
4 4XY XYP P P P           （9） 

由此可求得边坡的可靠性指标和破坏概率。 

3  模糊随机理论 

3.1  模糊截集理论 
传统可靠性分析中计算量较大、方法单一、无

法处理模糊变量等问题，应用模糊截集法可以实现

模糊变量与随机变量的相互等价转换，使这一问题

得以解决。对于普通集合来说，只有当隶属度 
 0 1A X 


时， 0X 才是属于集合 A 的。然而对于

模糊集合 A

，  0A X 


，  0,1 ，当且仅当

 0A X 


≥ 时，才说 0X 是 A

中的元素。这样，对 

每个 都能从 U 中确定一个普通子集，它是 A

在

这个信任程度上的反映，由此设  A F U


，对

 0,1  ，称 

 : ,AA A u u u U    

≥       （10） 

式中： A
为 A

的  截集（或  水平）；  称为水平

或阈值[10－11]。 
对于每个不确定变量，λ 截集能给出一个区间

的 2 个点，如对于每一 λ 截集产生的上界值和下界

值，这是进行模糊点估计的基础。 
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3.2  隶属函数的选取 
岩土体物理力学参数既包含随机特性，也包含

模糊特性，应视为模糊随机变量。为了研究物理力

学参数的模糊性，可以通过模糊数来实现。模糊数

大致可以分为线性和非线性 2 种，由于当前的研究

水平很难判断哪种模糊类型更适合实际情况，因 
此，现有的工程应用研究中大多采用线性模糊数形

式，如梯形模糊数[1, 12－13]。隶属函数分布形式为 

 
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d x




  


 
  


 



≤

≤

≤

≤

      （11） 

其曲线如图 1 所示。 
 

 
图 1  梯形隶属函数 

Fig.1  Trapezoidal membership function 
 

然而，大量研究表明，岩土体物理力学参数如

黏聚力、内摩擦角、土体重度等都近似符合正态或

对数正态分布，采用线性模糊数来描述力学参数可

能会导致一些重要随机信息的丢失，因此，本文认

为，采用正态模糊来描述物理力学参数应该更为合

理。正态隶属函数分布形式为 

 
2

exp x ax x


         
   

  （12） 

由于岩土体物理力学参数都是正数，因此，描

述其模糊随机性的正态模糊数应该都是有界正模糊

数，可定义正态模糊数的隶属函数为 

   2

2exp
2

X
X

X

x m
x  



 
   

  



    （13） 

式中： Xm


、 X


分别为模糊数学期望值与方差。可

用样本的平均值和标准差估计；、 为 2 个待定

系数。 
取向量映射的核 ker，令 kerXm X


 

由性质有 1   ；引入参数 k，并使得 

  0X X Xm k  


         （14） 

解式（14）得： 

   2 21 1
/ 2 / 21 e , 1 1 ek k 

 
        （15） 

将式（15）代入式（13）得正态模糊数的隶属

函数表达式为 

 
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  （16） 

其函数图形如图 2 所示。 
 

 
图 2  正态隶属函数 

Fig.2  Normal membership function 
 

当  X x 


时，有 

   22ln 1 exp / 2X Xx m k           （17） 

根据分解定理有：
 0,1

,L RX x x 






      

其中 

   
   

2

2

2ln 1 exp / 2

2 ln 1 exp / 2

L X X

R X X

x m k
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
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  

  

       

       

  （18） 

当 x 近似服从对数分布时，由 lnY X 服从正

态分布，同样可以推导出对数正态模糊数的隶属函

数表达式。 
对应不同的隶属度 i ，可分别得到对应功能函

数的点估计值，通过这样的离散分析，可以更充分

地考虑模糊变量的模糊性，从而得到更为合理的分

析结果。 

Lx  Rx  

 

 

o 

1 

mx kx 
x

Lx  Rx  

d 

 

 

1 

o 

0.5 

c ba x 
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上式中参数 k 控制着力学参数的最大取值空

间，k 越大，则力学参数的区间越大，参数的置信

度越低，选参越没把握；反之亦然。一般认为，当

参数为正态分布时，99.73%的数据落在 ( 3X Xm  ，

3 )X Xm  区间内，当边坡岩土体的变异性较大，

变异系数 VX超过 3 时，建议 k 值取 3。由力学参数

非负性（即 0X Xm k ≥ ）可知， /X Xk m  ≤  
1/ xV 。因此，k 的取值应根据边坡工程的实际情况

而定，在 0.5～3.0 范围内选取。 

4  Fuzzy-PEM 原理  

边坡稳定性影响因素的随机性和模糊性是客

观存在的，传统的可靠性分析方法难以反映边坡的

真实工作状态。本文提出的模糊点估计法则是一个

更为合理的解决方法，它在处理过种中不需要知道

模糊变量的具体特征，对影响边坡稳定性的各个力

学参数都进行模糊随机处理，并在[0，1]区间上取

有限个约束水平，从而使得分析结果更加符合工

程实际。 
功能函数为 1 2( ,  ,  ,  )nZ g x x x  ，考虑到随机

变量 ix 的随机性与模糊性，本文对每个变量 ix 均采

用正态模糊数处理。对应于不同的水平，取不同

的隶属度，将分别得到对应的功能函数的点估计上

限值 ix和下限值 ix（即上文中所指 Lx和 Rx），如图

2 所示。 
当功能函数在[0，1]区间上取一个  约束水平

时，得到处 r 阶原点矩为 

        

                        ( 1,  2,  ,  ;  1,  2,  )
i i

r r r
iz p g x p g x

i n r
 
 

  

     （19） 

式中：
i

x


  、 i
x


  为 1N  阶向量，代表所有上限

值和下限值的组合； p 、 p 为权重因数。文献[1]
由此推导出考虑模糊随机变量的功能函数的 k 阶原

点矩为 
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m
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z
E z
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



          （20） 

对比 PEM 公式可以发现，式（20）中忽略了中间

的 (2 2)n  项，显然是不准确的。因为 PEM 公式中

不仅有参数纯上下界的组合，还有上下界混合在一

起形成的组合。研究发现，当用正确的 PEM 公式

代入式（20）时，将得不出功能函数合理的 k 阶矩，

因此，必须对式（20）进行修正。采用模糊理论中

的加权平均思想，m 个水平下考虑模糊随机性的

状态函数的 k 阶原点矩为 
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i i
r i

r

i
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z
E z


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
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


           （21） 

对边坡工程来说，极限状态函数 sF 的表达式

为 s ( ,  ,  ,  ,  )F g c H   ，当有 n 个变量时，每个

变量取 2 个点，则有 2n 种组合，可由状态方程求解

2n 个状态函数值。因此，r 个水平下考虑模糊随

机性的状态函数的期望值和方差值分别为 
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由此，可求得边坡的模糊随机可靠性指标为 

 
 

s

s

1E F
F





             （24） 

5  工程实例 

5.1  研究区概况 
岱家湾公路边坡位于重庆市巫山县两坪乡朝元

村，顺山坡展布。边坡倾向南，边坡高达 112 m，

长约 200 m，上覆松散层厚一般 10～20 m。坡体主

要由碎石和充填其间的粉质黏土组成，碎石含量为

50～60%，成分为泥灰岩，灰岩，粒径为 2～8 cm，

个别达 12 cm，棱角～次棱角状；粉质黏土含量为

40～50%，局部含量较高而成为含砾（碎石）粉质

黏土透镜体。钻孔揭露无地下水。与其下伏基岩相

比，松散的残坡积碎石土抗剪强度较低，在一定的

地形地质条件下可能成为潜在滑动面。在边坡稳定

性评价中，由于岩土体重度 γ 的变异系数较小，将

其视为定值不会带来较大误差，因而一般选取抗剪

强度参数作为模糊随机变量进行研究。边坡岩土体

物理力学参数服从正态分布，参数统计见表 1。稳

定性计算采用简化的 Bishop 法计算，借助于 slide
边坡极限平衡分析软件，视土条为刚体，用参数均

值计算出的边坡临界滑动面见图 3。现拟对天然状

态下边坡的稳定性进行可靠性评价。 
本文对力学参数 c 和 φ 均采用正态模糊隶属函

数处理，考虑到实际边坡力学参数的最大可能取值

区间，取 k = 1.5；为了尽可能地削除计算结果的离

散性，取 λ=0.1～0.9 9 个水平，按式（18）进行计
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算。各水平下的不确定性参数见表 2。 
 

表 1  边坡碎石土力学参数 
Table 1  Gravel soil parameters of slope 

碎石土 
参数 

c/kPa φ/(°) γ/(kN/m3) 

 22.8 16.3 18.7 
标准差 4.2 2.6  

 

 
图 3  边坡稳定性计算结果 

Fig.3  Slope stability calculation result 
 

表 2  λi水平下力学参数取值 
Table 2  Mechanical parameters under different values of λi 

力学参数 
λi水平 

c- c+ φ- φ+ 

0.1 17.053 28.546 12.742 19.857 
0.2 17.563 28.036 13.058 19.541 
0.3 18.048 27.552 13.358 19.242 
0.4 18.518 27.081 13.649 18.950 
0.5 18.988 26.613 13.940 18.660 
0.6 19.466 26.133 14.236 18.363 
0.7 19.973 25.626 14.550 18.049 
0.8 20.537 25.063 14.899 17.701 
0.9 21.229 24.370 15.327 17.272 

 
5.2  结果计算与分析 

本文不考虑参数间的相关性（ , 0c   ），分别

将不同水平的参数组合输入到极限平衡法计算软件

中计算得出不同水平下的点估计值，见表 3。 
 

表 3  iλ 水平各参数组合计算结果 
Table 3  Results for different values of iλ  

 i水平 Z-- Z-+ Z+- Z++ Fλsi β 

0.1 0.953 2 1.404 1 1.043 9 1.532 0 1.233 3 0.967 2 

0.2 0.978 5 1.394 3 1.061 7 1.506 2 1.235 2 1.065 8 
0.3 1.002 4 1.382 7 1.076 7 1.480 8 1.235 7 1.173 2 
0.4 1.025 0 1.373 1 1.093 4 1.456 5 1.237 0 1.303 3 
0.5 1.048 1 1.362 9 1.109 1 1.432 3 1.238 1 1.462 4 
0.6 1.071 6 1.351 9 1.125 1 1.407 7 1.239 1 1.667 7 
0.7 1.095 3 1.332 8 1.142 1 1.381 7 1.238 0 1.956 2 
0.8 1.125 1 1.315 9 1.161 2 1.353 0 1.238 8 2.452 1 
0.9 1.159 6 1.292 7 1.184 6 1.317 8 1.238 7 3.523 2 

由表 3 可知，模糊点估计法得出的不同 λ 水平

下的边坡稳定系数在[1.233 3，1.239 1]间波动；随

着 λ 水平的增大，可靠性指标增大，不同 λ 水平下

边坡可靠性指标的波动区间为[0.967 2，3.523 2]。
稳定系数、可靠性指标与 λ 水平（隶属度）的关系

见图 4。由式（22）、（23）可以计算出稳定系数均

值为 1.238 0，标准差为 0.140 3，因此，边坡的模   
糊随机可靠性指标 β = 1.696 6，破坏概率为 Pf = 
0.044 9。 

 

 
图 4  稳定系数、可靠性指标与隶属度的关系 

Fig.4  Relationships between FS and β vs. μ 
 

为了便于说明计算结果的可靠性，同时用不考

虑力学参数的统计矩点估计法、通过构造概率密度

函数的模糊概率方法对该边坡进行了可靠性分析，

见表 4。 
 

表 4  不同计算方法结果对比 
Table 4  Comparison of reliability results obtained  

by different methods 
计算项目 Fuzzy-PEM 模糊概率法 PEM 

可靠性指标 1.696 6 1.702 8 1.729 0 
破坏概率 0.044 9 0.044 3 0.041 9 

 
由表 4 可以看出，模糊点估计法计算结果和模

糊概率法所得的结果基本是一致的，但比不考虑参

数模糊随机性的 PEM 法计算结果稍小。由于它虑

到了各个力学参数的模糊特性，并对每个力学参数

都进行了模糊处理，使参数的信息尽可能大地反映

出来，这相对于不考虑其模糊性来说更为合理，也

与人们的经验理解相符合。 
5.3  参数 k 取值对结果的影响分析 

参数 k 决定力学参数最大可能计算区间的确

定，实质是考虑参数变异性从点的试验值到单元的

计算值的局部平均化影响。可以根据试验参数统计

或人们的经验来确定。k 值大小受参数变异性、空

间相关程度、样本数大小等影响。不同情形下边坡

的可靠性分析结果见表 5。 
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表 5  不同 k 值的分析结果 
Table 5  Analysis results according to different values of k 

K 值 E（Fs） σ（Fs） β Pf/% 
0.50 1.225 6 0.118 3 1.907 0 0.028 3 
0.75 1.228 1 0.129 2 1.765 5 0.038 7 
1.00 1.229 3 0.134 2 1.708 6 0.043 8 
1.25 1.230 4 0.136 1 1.692 9 0.045 2 
1.50 1.238 0 0.140 3 1.696 4 0.044 9 
1.75 1.244 1 0.156 2 1.562 7 0.059 1 
2.00 1.248 6 0.197 1 1.261 3 0.103 6 

 
由表可知，针对不同的 k 值，可求得稳定系数

的变异系数取值范围为[0.096～0.158]，边坡破坏概

率随变异系数的增大而增大，k 值越小，参数的置

信度越高，可靠度结果越大。因此，对稳定系数变

异性较小的边坡工程来说，参数的变异性带来的模

糊随机可靠度变化不明显，但当稳定系数变异性较

大时，应当对加 k 的取值进行系统的研究，以免对

边坡的实际工作状态作出错误的评价。 
5.4  参数相关性对计算结果的影响分析 

考虑力学参数 c 和 φ 的相关性对可靠性计算结

果的影响，当 k = 1.5 时，取不同的相关系数进行模

糊可靠性计算，计算结果见表 6。 
 

表 6  参数相关性对计算结果的影响 
Table 6  Effect of correlation on reliability results 

K 值 ρc, φ β Pf/% 
1.5 0.1 1.693 1 0.045 2 
1.5 0.2 1.692 7 0.045 3 
1.5 0.5 1.689 3 0.045 6 
1.5 -0.1 1.698 7 0.044 7 
1.5 -0.2 1.701 8 0.044 4 
1.5 -0.5 1.707 5 0.043 9 

 
表 6 计算结果表明，岩土体力学参数的相关性

对边坡模糊随机可靠性指标的影响并不大。当参数

正相关时，随相关系数的增大，可靠性指标稍有减

小；参数负相关时，随相关系数的增大，可靠性指

标稍有增大。 

6  结论与建议 

本文在统计矩点估计法和模糊随机理论的基础

上，提出边坡工程模糊随机可靠性分析的模糊点估

计法；同时，根据边坡岩土体力学参数的实际近似

分布类型，采用正态模糊数对随机变量进行模糊化

处理。该方法不需要构造边坡极限状态方程概率密

度函数，概念清楚、使用方便、计算效率高，不仅

可以计算出稳定系数的均值和标准差，而且可以给

出稳定系数和可靠性指标的波动区间，尤其对复杂

边坡和隐式功能函数可靠性分析具有很大的潜力。

参数 k 的确定比较关键，应根据实际经验和室内试

验对其进行更加全面系统的研究，以便对边坡的实

际状态作出客观合理的评价。计算结果表明，边坡

破坏概率为 44.9%，处于欠稳定状态，应对其采取

及时有效的支护措施。 
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